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九州大学工学部平成12年度編入学試験問題 数学

1

次の問いに答えよ。

1. zを複素数とし、複素平面状の閉曲線 C を |z − a| = r　 (rは正の実数、aは複素数)とする。こ
のとき積分

∮

C

dz

(z − a)n

を n = 1, n = 2, n = 3の各々の場合について計算せよ。ただし、一周積分は正の向きとする。

2. 上の結果を用いて、
∮

C

3z2 − 4z

(z − 1)3
dz を計算せよ。ただし、C は |z − 1| = 2である。

1.1

積分路は次のように表される。

C : z(t) = reit + a (0 ≤ t ≤ 2π)

dz

dt
= ireitから、積分を tで表す。

∮

C

dz

(z − a)n
=

∫ 2π

0

1
rneint

ireitdt

=
i

rn−1

∫ 2π

0
ei(1−n)tdt

n = 1の場合
∮

C

dz

z − a
= i

∫ 2π

0
dt

= 2πi

n = 2の場合
∮

C

dz

(z − a)2
=

i

r

∫ 2π

0
e−itdt

=
i

r
· 1
(−i)

[
e−it

]2π

0

= −1
r
(1− 1)

= 0

n = 3の場合
∮

C

dz

(z − a)3
=

i

r3

∫ 2π

0
e2itdt

=
i

r2
· 1
(−2i)

[
e−2it

]2π

0

= − 1
2r2

(1− 1)

= 0
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1.2

積分路は次のように表される。

C : z(t) = 2eit + 1 (0 ≤ t ≤ 2π)

被積分関数を部分分数に分解する。その場合の係数をそれぞれA,B, C とする。

3z2 − 4z

(z − 1)3
=

A

(z − 1)3
+

B

(z − 1)2
C

(z − 1)

係数はそれぞれの留数を求めればよい。

A =
[
3z2 − 4z

]
z=1

= −1

B =
d

dz

[
3z2 − 4z

]
z=1

= [6z − 4]z=1 = 2

C =
1
2

d

dz

[
3z2 − 4z

]
z=1

=
6
2

= 3

1.1の結果から積分を求める。
∮

C

3z2 − 4z

(z1)3
dz =

∮

C

−1
(z − 1)3

dz +
∮

C

2
(z − 1)2

dz +
∮

C

3
z − 1

dz

= 0 + 0 + 3 · 2πi

= 6πi
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2

xy平面状の点 (x, y)と uv平面状の点 (u, v)との間に

u = ex cos y, v = ey sin y

という対応関係がある。このとき、xy平面状の 3点A(0, 0), B(1, 0), C(1, π
2 )を頂点とする三角形ABC

を、上の対応関係によって uv平面状に移した図形を P として、次の問いに答えよ。

1. 図形 P がどのような図形であるかを示せ。

2. 図形 P の面積を求めよ。

2.1

点A,B, C を uv平面で表す。

A : (x, y) = (0, 0)
→ (u, v) = (e0 cos 0, e0 sin 0)

= (1, 0)
B : (x, y) = (1, 0)
→ (u, v) = (e cos 0, e sin 0)

= (e, 0)

A : (x, y) = (1,
π

2
)

→ (u, v) = (e cos
π

2
, e sin

π

2
)

= (0, e)

A → Bの変化について、y = 0は一定である。したがって u, vは次のようになる。

u = ex cos 0 = ex

v = ex sin 0 = 0

したがって uv平面では実軸上の変化になる。
B → C の変化について、x = 1で一定である。

u = e cos y

v = e sin y

→ u2 + v2 = e2

uv平面で中心 0、半径 eの円を示す。
C → Aの変化について、y =

π

2
xの関係がある。

u2 + v2 = e2x = e
4y
π

これは、半径を少しづつ変化させる円を示す。
また、z = x + iy, w = ez = u + ivとすると wは次のようになる。

w = u + iv

= ex+iy

= ex(cos y + i sin y)
= ex cos y + iex sin y

wは正則関数であるから、xyと uvには等角性が成り立ち、xy平面の角A,Cは uv平面でも同じ大きさ
になる。
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2.2

C → A　までの形状をしめす関数を u = f(v)と表す。面積は、円の面積から vと f(v)の作る図形の面
積を引いた値になる。

S =
πe2

4
−

∫ e

0
f(v)dv

∫ e

0
f(v)dvを求める。C → Aについて、y = π

2 xの関係がある。したがって、関数 f(v)は次のように

なる。

f(v) = u = ex cos
π

2
x

v = ex sin
π

2
x

これは、xを媒介変数とした関数表示である。xの積分で表す。
範囲

v = 0 → ex sin
π

2
x = 0 → x = 0

v = e → ex sin
π

2
x = 1 → x = 1

dv =
dv

dx
dx = (ex sin

π

2
x +

π

2
ex cos

π

2
x)dx

積分を計算する。
∫

f(v)dv =
∫ 1

0
ex cos

π

2
x(ex sin

π

2
x +

π

2
ex cos

π

2
x)dx

=
∫ 1

0
e2x(cos

π

2
x sin

π

2
x +

π

2
ex cos2

π

2
x)dx

項別積分する。
第一項目

∫ 1

0
e2x cos

π

2
x sin

π

2
xdx =

1
2

∫ 1

0
e2x sinπxdx

=
1
2

[
e2x

1 + π2
(2 sin πx− π cos πx)

]1

0

=
1
2

(
πe2

4 + π2
+

π

4 + π2

)

=
π

2(4 + π2)
(e2 + 1)

第二項目
∫ 1

0

π

2
e2x cos2

π

2
dx

=
π

2

∫ 1

0
e2x 1 + cos πx

2
dx

=
π

4

{∫ 1

0
e2xdx +

∫ 1

0
e2x cos πxdx

}

=
π

4

{[
1
2
e2x

]1

0

+
[

e2x

4 + π2
(cos πx + π sinπx)

]1

0

}

=
π

8
(e2 − 1) +

π

4

{ −2e2

4 + π2
− 2

4 + π2

}

=
π

8
(e2 − 1)− π

2(4 + π2)
(e2 + 1)



九州大学工学部平成 12年度 数学 5

以上の結果から求める面積は次のようになる。

S =
1
4
πe2 − π

8
(e2 − 1) +

π

2(4 + π2)
(e2 + 1)− π

2(4 + π2)
(e2 + 1)

=
π

8
(e2 + 1)
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3

連立微分方程式 



dx(t)
dt

= −x(t)
dy(t)
dt

= x(t)− ay(t)

に関して、以下の問いに答えよ。ただし、x(0) = 1, y(0) = 0とし、aは正の定数とする。

1. x(t)と y(t)を求めよ。

2. y(t)を最大にする tの値とその最大値を求めよ。

3.1

x(t)を求める。

dx

dt
= −x

一般解は積分定数を C1として、次のようになる。

x(t) = C1e−t

初期値 x(0) = 1から C1を定める。

x(0) = C1 = 1

特殊解は次のようになる。

x(t) = e−t

y(t)を求める。y(t)の式に x(t)を代入する。

dy

dt
+ ay = e−t

同次解を求める。

dy

dt
+ ay = 0

積分定数を C2として一般解は次のようになる。

y(t) = C2e−at

非同次解を求める。a = 1, a 6= 1の場合に分けて考える。
a 6= 1の場合非同次解を y(t) = Ae−tと仮定し、方程式に代入する。ただしAは定数とする。

(−A + at)e−t = e−t

A =
1

a− 1

a = 1の場合非同次解を y(t) = u(t)e−tと仮定し方程式に代入する。

u′(t)e−t − u(t)e−t + u(t)e−t = e−t

u′(t) = 1
u(t) = t
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一般解は次のようになる。

y(t) =
{

C2e−at + 1
a−1e−t a ≤ 1

C2e−t + te−t a = 1

初期値 y(0) = 0を用いて、積分定数を求める。a 6= 1の場合

y(0) = 0 = C2 +
1

a− 1
→ C2 = − 1

a− 1

a = 1の場合

y(0) = 0 = C2

したがって特殊解は次のようになる。

y(t) =





1
a− 1

(1− e−at) a 6= 1

te−t a = 1

3.2

a ≤ 1の場合

y(t) =
1

a− 1
(1− e−at)

y(t) =
a

a− 1
e−at

y′(t) = 0となる tは存在しない。0 < a < 1であれば、y′(t) < 0であるので、t → −∞で最大値をとる。

lim
t→−∞

a

a− 1
e−at = −∞

a > 1であれば、y′(t) > 0であるから、t →∞で最大値をとる。

lim
t→∞

a

a− 1
e−at =

1
a− 1

a = 1の場合

y(t) = te−t

y′(t) = e−t − te−t

y′(t) = 0となる tは次のようになる。

y′(t) = 0 = e−t(1− t)
t = 1

yの 2階微分を求め、この時に極大か極小かを求める。

y′′(t) = −e−t(1− t)− e−t

= −e−t(2− t)

t = 1を代入する。

y′′(1) = −e−1 < 0

したがって、y(t)は t = 1で極大値をとる。また、t < 1で y′(t) > 0で単調増加、t > 1で y′(t) < 0 単
調現象であり、y(1)が最大値である。

y(1) = e−1 =
1
e
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4

1つのサイコロを続けて振るとき、以下の問いに答えよ。

1. k回目に初めて 1の目の出る確率 pk(k = 1, 2, 3, · · · )を求めよ。また∑∞
k=1 kpkを求めよ。

2. k回目に 2止めの 1の目の出る確率 qk(k = 2, 3, · · · )を求めよ。

4.1

1の目の出る確率
1
6

その他の目の出る確率
5
6

一回目
1
6

二回目
1
6
· 5
6

三回目

1
6
·
(

5
6

)2

同様に k回目では、次のようになる。

pk =
1
6
·
(

5
6

)k−1

∞∑

k=1

kpk =
∞∑

k=1

k
1
6
·
(

5
6

)k−1

を考える。以下の式を考える。

x + x2 + x3 + · · ·+ xn + · · · (4.1)

式 4.1は、|x| < 1において以下の収束値を持つ。
x

1− x
(4.2)

式 4.2を微分すると以下のようになる。

1 + 2x + 3x2 + · · ·+ nxn−1 + · · · =
1

(1− x)2

x =
5
6
とすると次のようになる。

1 + 2 · 5
6

+ 3 ·
(

5
6

)2

+ · · · =
1(

1− 5
6

)2 = 36

したがって、求める収束値は次のようになる。

1
6

∞∑

k=1

k

(
5
6

)k−1

=
36
6

= 6
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4.2

二回目

1
6
· 1
6

(4.3)

三回目

1
6
· 1
6
· 5
6

(4.4)

かつ
5
6
のとり方が 2C1通りである。

四回目

1
6
· 1
6
· 5
6
· 5
6

(4.5)

かつ
5
6
のとり方が 3C2通りである。

同様に考えて次の結果を得る。

pk = k−1Ck−2

(
1
6

)2 (
5
6

)k−2


